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RESUMEN

La complejidad de los fendbmenos de combustion seifimsta no soélo por la
necesidad de resolver la dinamica turbulenta déluatos implicados sino también por la
determinacién de las reacciones quimicas que skipea. Recientemente, la aplicaciéon de
los métodos numéricos para analizar procesos déugimin se ha revelado como una
técnica especialmente interesante (véase, e.gdyRedsartling, 2000), ya que permite
tratar problemas de una dimension espacial y temhppide una complejidad matematica,
gue, por otra parte, serian inabordables desdento pe vista casi-analitico.

Por ello, una gran variedad de autores han analitasl caracteristicas de las
diferentes técnicas numéricas como diferenciastaBni elementos finitos, etc., para
determinar la eficiencia de cada una de ellas eresalucién de diversos problemas
relacionados con la termodindmica técnica (e.gh,31984).

Aqui, y a diferencia de estudios anteriores, aaalzs las soluciones asociadas a la
evolucion de frentes y pulsos de combustion obtenidediante la aplicacion del método
de diferencias finitas y el método de elementosolin Las caracteristicas térmicas de los
frentes y pulsos de combustion asociadas a cadadméte solucion son analizadas en
detalle.

1. INTRODUCCION

En esencia, los métodos numéricos estan disefiatasppoporcionar soluciones
aproximadas a ecuaciones que no admiten resuléaddisicos. De aqui proviene el interés
del usuario en conocer la eficacia del método niomé@mpleado en la resolucién de un
determinado problema fisico. Por ello, numerosaésras han llevado a cabo estudios sobre
la precision de diferentes métodos numéricos en graa variedad de problemas de
transferencia del calor (véase, e.g., Shih, 1984).

Sin embargo, en un proceso tan complejo como labastidn, donde intervienen
una gran cantidad de ecuaciones no lineales, exisigy pocos estudios dedicados a
analizar la bondad de los métodos numéricos amigdein esta comunicacion presentamos
un estudio comparativo de los dos métodos numénunés usados para simular el
fendmeno de la combustion: las diferencias finytéss elementos finitos.



El modelo de combustion, basado en el expuestoogneFal. (2004), se describe
brevemente en la seccidén 2. Los métodos comunmifiEados para resolver problemas
numéricos en combustion aqui analizados: el méteddiferencias finitas y el método de
elementos finitos, se comentan en la seccidén 3résdtados se muestran en la seccion 4.
Finalizamos el presente estudio con la secciordidda a las conclusiones.

2. MODELO DE LLAMA PREMEZCLADA

Aqui utilizamos el simple modelo de llama premedalatilizado por Fort et al.
(2004), el cual no considera conveccion ni difusiémmasa y asume una presion constante.
De esta forma, la ecuacion de evolucion de la éneg
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dondeT es la temperatura de la llama esférca| calor especificog la densidad total
(constante) A la conductividad térmica (constant€),la tasa de calor producida por la
reaccion de combustion por unidad de masal, factor preexponencial de la aproximacion
de Arrhenius cork, la energia de activacior la constante universal de los gasksla
temperatura ambienta,el coeficiente de absorciongyla constante de Stefan-Boltzmann.

En la ecuacion (1) es la densidad del combustible cuya ecuacion de&an es,
Ea
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El primer término del miembro de la derecha dedaaeion (1) corresponde al
término de conduccidn, mientras que el penultimelede reacciéon y el ultimo el de
pérdida de calor por emision de radiacion.

Por conveniencia, podemos expresar las ecuacidpeg (2) en términos de las
siguientes variables y parametros adimensionales,
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de donde se obtiene,
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Las ecuaciones (4) y (5) son las utilizadas p#esal a cabo el analisis
comparativo de los métodos numéricos descrito$ gigente apartado.

3. METODOS NUMERICOS

A continuacion describimos los fundamentos basieoks dos métodos numéricos
analizados en esta comunicacion: el método deedibéas finitas (seccion 3.1) y el método
de elementos finitos (seccion 3.2)



3.1 Método de diferencias finitas

Las diferencias finitas han tenido una gran acéptacomo método numeérico
debido a la simplicidad en su concepto matemaHooefecto, la discretizacion del espacio
reemplaza el dominio fisico continuo por una regudetos discretos a partir de los cuales
se obtienen expresiones aproximadas para las dasvauncando series de Taylor a un
cierto orden (grado de precision). Unos ejemplogiies de aproximacion de derivadas
primera y segunda empleando el método de difereficiias (Shih,1984) se muestra en la
tabla 1, donde, por simplicidad, hemos supuest@mablema unidimensional con una
discretizacion en puntos equidistantes una disgdndtl subindicg en la tabla indica el
valor de la variable en el puntadle la red.

Tabla 1. Ejemplo de aproximaciones en diferendiaitaf de derivadas primera y segunda. El subindice
indica la posicién espacial dentro de la malla, keéandistancia entre dos nodos.
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La ecuacion 4 empleada en el modelo de llama preate se asemeja a una
ecuacioén de difusion clasica. Aqui, la variablesalm depende del espacio sino también del
tiempo. Por ello, la discretizacion en diferendimétas se aplicara tanto para el primer
término (tasa de variacion de la temperatura) catab segundo (laplaciano de la
temperatura).

La tabla 2 muestra algunos de los métodos maosigmda resolver problemas en
dos dimensiones (una espacial y una temporal). ,Agusuperindicen indica el paso de
tiempo. El modelo totalmente explicito es altamentstable y requiere unos pasos de
tiempo muy pequefios para obtener una solucion atarré®or otra parte, el modelo
totalmente implicito produce unos resultados nacaaé@os, aunque si estables. Por ello,
aqui utilizamos la aproximacion de Crank-Nicholspara expresar los términos de
derivada temporal y de la laplaciana espacial.



Tabla 2. Ejemplo de diferentes métodos para apm@xima ecuacion de difusion mediante diferencratas.
El criterio de estabilidad es para una ecuaciodiftsion pura (sin términos de reaccion)

Método*  Temporal Difusién Estabilidad
ou a°u
ot %
e e U =240, 24t _,
' At (4x)? AX
|mp M uj+1n+l - 2ujn+1+u j-an+l estable
' At (AX)Z
C-N M 1 (U jramt - 2an+1+u j—1”+1)+kuj+1n - 2an+u j-an )
At 2 (AX)Z
Ex. = Explicito

Imp. = Implicito
C-N. = Crank-Nicholson (diferencias finitas cenaaen el tiempa + 1/2)

3.2 Método de elementos finitos

Aqui usamos el término de elementos finitos pasigdar el método numérico que
consiste en subdividir el espacio fisico en elem®ent donde la solucion se obtiene
mediante un método variacional donde las funcialeeforma se emplean, también, como
funciones de peso (método de Galerkin).

En esencia, el método consiste en aproximar laidonceal u(x) mediante una
funcion aproximadeu (X) que se puede expresar como una combinacién laedbs
valores en los nodos de los elementos

J(x):i u; N;(x) (6)

dondeN; son las funciones de formaiycorresponde al valor de la variable enrla®dos

del elemento. De esta forma, nuestro objetivo @enalb los valores; que permitan
resolver las siguientes ecuaciones variacionalksadps para cada uno de los elementos
de que consta todo el dominio,
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donde las funciones de pebb son las mismas que las funciones de forma (métiedo
Galerkin). AquiQ corresponde al dominio de un determinado elemento.



En este estudio, las integraciones del términoedecion y de la pérdida de calor
por radiacion se han realizado numéricamente ar mirtemplear dos puntos de Gauss
dentro del dominio del elemento. Sin embargo, hésgraciones del término de variacidon
temporal y el relacionado con la laplaciana se tistenido analiticamente mediante la
utilizaciéon de elementos finitos lineales de doda® Las funciones de forma para estos
tipos de elementos se pueden obtener de Reddy)(2D@bido a que las simulaciones
obtenidas para los elementos lineales de dos remlosuficientemente precisas, no se ha
considerado la utilizacion de elementos no lineales

4. RESULTADOS

Se han realizado comparativas de los métodos ncwséarriba mencionados para
los dos siguientes casos: frentes de propagaaa@ni(s 4.1) y pulsos (seccion 4.2).

4.1 Frentes de propagacion

Tal y como discute Fort et al. (2004), las ecuae$o@) y (5) core = 0 (sin pérdidas
de calor por radiacion) conducen a unos frentelad@a que se propagan a una cierta
velocidad. Aqui analizamos como se modifica eltEedebido a la utilizacién de diferentes
métodos numéricos para la resolucion de las eauegidel problema.

La tabla 3 contiene los casos analizados en furdgdla discretizacion temporal y
espacial adimensional. Cabe destacar que tantoepan@todo de elementos finitos como
para el de diferencias finitas, la discretizacémporal sigue el esquema C-N de la tabla 2.
Ademas, la discretizacion de la laplaciana sigurigmo método en los dos casos (también
C-N de la tabla 2). De esta forma, la Unica difei@ entre los dos métodos recae en la
definicion intrinseca del método (e.g., variaciovsl series de Taylor), pero no en el tipo
de aproximaciéon empleada para discretizar las aéaiy parciales (tanto temporales como
espaciales) en funcion de los valores de lasblagaen los nodos de la malla pues es la
misma tanto para diferencias finitas como para efeas finitos.

Tabla 3. Resumen de los casos analizados en fudeida discretizaciéon
adimensional temporal y espacial

Caso At Ar Iteraciones en el Puntos
tiempo

1 0,01 0,1 20000 5000

2 0,01 0,5 20000 1000

3 0,1 0,1 2000 5000

4 0,1 0,5 2000 1000

La figura 1 muestra el frente de la llama paraiempo adimensiondl = 180 para
los casos expuestos en la tabla 4. Como se observa figura, los resultados para
elementos finitos solo varian en funcién d€l y no delAr’ (por supuesto, variarian en
funcion de Ar' si utilizdramos valores superiores al propuesto l@ntabla 3). En
comparacion, los resultados obtenidos mediantmé&tbdo de diferencias finitas si que
varian en funcién delr’ propuesto en la tabla 3. De esta forma se pomeashéfiesto que



el método de elementos finitos, incluso para egie de problemas sencillos, es mas
robusto que el método de diferencias finitas.
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Figura.1l. Frente de llama para un mismo tiempo edgional (180) para los cuatro casos propuestda en
tabla 3 analizados mediante la aplicacién del nwétdel elementos finitos EF y el método de diferencia

finitas DF C=0,5,6=0)
4.2 Propagacion de pulsos

Si en la ecuacion (4) tenemos en consideracioitiglaitérmino, las pérdidas por
radiacion reducen la temperatura una vez se haysuoudo todo el combustible y la llama
se aleje. De esta forma, se propaga un pulsounriente como en el caso anterior (véase,
e.g., Fort et al. 2004).

Aqui también analizamos los resultados para la ggagién de un pulso
considerando la utilizacion de diferentes métodaséricos. Los casos analizados son los
mismos que los descritos en la tabla 3.

La figura 2 muestra los resultados para un tieagimensional igual a 180 (igual
al del caso anterior, pero ahora la velocidad esompor culpa de las pérdidas de energia
por radiacion). Los resultados siguen la pautarebga en la figura 1, donde el método de
elementos finitos se muestra mas robusto que difelencias finitas.
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Figura.2. Pulso de llama para un mismo tiempo ad&weal (180) para los cuatro casos propuestos en |
tabla 3 analizados mediante la aplicacién del nwtel elementos finitos EF y el método de diferencia
finitas DF C = 0,5,£6=0.04)

5. CONCLUSIONES

Hemos analizado el comportamiento de diferentesodoét numéricos en la
resolucién de un modelo simple de combustion dmdlgpremezclada formado por dos
unicos componentes (combustible y no-combustible)s métodos numéricos aqui
empleados corresponden a las diferencias fini@$og elementos finitos. En ambos casos
se ha utilizado el mismo namero de nodos para Ilhangaue define los puntos de la
discretizacion (en diferencias finitas) o los nodte elemento (en elementos finitos).
Ademas, hemos utilizado unas aproximaciones deldsivadas parciales, tanto para el
tiempo como para la laplaciana espacial, idénpeaa los dos métodos numericos.

En el caso de los elementos finitos, la integracsdbre el dominio de cada
elemento se ha realizado de forma analitica par&éloninos en derivada parcial primera
del tiempo y segunda en el espacio mediante lizadiion de funciones de forma lineales
de dos nodos. La integracion de los términos deci@a y de pérdidas por radiacion se ha



llevado a cabo mediante dos puntos de Gauss. Harsanalizado métodos con funciones
de forma no lineales.

Los resultados muestran como el método de elemdimites es mucho mas
robusto que el método de diferencias finitas, shl@mbos métodos producen los mismos
resultados para discretizaciones suficientementeasfi Sin embargo, el buen
comportamiento del método de elementos finitos eamuo elementos de mayor tamafo
hace que su aplicacibn sea de gran interés, inchasa problemas de reducidas
dimensiones. Otra ventaja del método de elemenmitos radica en la posibilidad de
obtener valores de las variables dentro de un medemento a partir de la aproximacion
(6), mientras que en las diferencias finitas seesiéx efectuar una interpolacion para
aproximar valores entre dos puntos discretos. AderaBmétodo de elementos finitos
permite facilmente la incorporacion de mallas ngulares con lo que, segun el problema
analizado, la solucién puede llegar a ser masgaeagie con una malla uniforme.

Finalmente, el tiempo de cOmputo para ambos méteslosuy similar en los casos
mostrados en esta comunicacion ya que, aqui, egram analiticamente las funciones de
forma en los términos de variacion temporal y dvfoislo que permite evitar el ensamblaje
de la matriz de carga en el método de elementiedin
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